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Status ultimo sobrevivente

O status ultimo sobrevivente (Last survivor status) falha quando a ultima
das n vidas vier a obito.

Analogia com um circuito em paralelo
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Status ultimo sobrevivente

O status ultimo sobrevivente (Last survivor status) falha quando a
ultima de n vidas vier a o6bito, ou seja, o status estara “ativo”
enquanto pelo menos um elemento do grupo estiver vivo.
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Status ultimo sobrevivente

Considere o vetor aleatério {Ty ,Ty,,Tx,, .., Tx,} composto pelas
variaveis aleatorias das sobrevidas de n pessoas, entao a sobrevida
resultante do status ultimo sobrevivente relacionado a esse vetor €
dada por:

T — max(Txl'sz’sz’ ...,Txn)

X(n)

ET

X(n)
tempo vivera dentro o conjunto.

representa a sobrevida (v,a.) daquele individuo que mais



Status ultimo sobrevivente

Em particular daremos mais atencdo a seguros sobre duas
vidas (x e y), assim:

Tey = max(Ty, Ty)

Por definicao FTx_y(t) implica na probabilidade de que aquele que
viver mais entre x ou y nao sobreviver a t, ou seja:

Fr, (t) = P(Tg; <t) = P(max(Ty, Ty)) < t) = ¢ qxy

*A notacao T5~ € usada para representar as idades que compoem o estados, assim I = T,
X,y X,y (n)



Status ultimo sobrevivente

A probabilidade de que o status falhe em t anos, é dada por:
Fr () = P(Tey < t)
Se o maximo entre Ty, e T,, € menor que t entdo ambos s&o menores.
Fr,®)=P(Ty<teT, <t)

Como T, e T, sdo independentes:

Fr () = P(T, < t) P(T,, < t)

FTW(t) = t9xy = t9x ¢ty



Status ultimo sobrevivente

Sty () = P(Txy > t) = P(max(Ty, T ) > t)

Se o maximo entre T, e T), & maior que t, ent3o:
St () = P(T > tou T, > t)

Sty (@) = P(Ty > t) + P(Ty, > t) — P(T,, > t) P(T,, > t)

STﬁ(t) = tPxy = tPx Tt tPy — tPx tPy



Resumo

Seja Ty, = min(Ty, T, ) entdo: Seja Tgy = max(Ty, Ty ) entdo:
FTx,y(t) = tqQxt t9y — t9x t9y = t9xy FTW(t) — txtdy = tqxy
STx,y(t) = ¢Px tPy = tPxy STW(t) = tPx T tPy — tPx tPy = tPxy

tqxy = 1= tPxy 9y =1~ ¢Pxy



Resumo

Seja Ty, = min(Ty, T, ) entdo: Seja Tgy = max(Ty, Ty ) entdo:

FTx,y(t) = t4x + to = th,y FTW(t) = tqx tqy
STxy(t) ‘— t Px,y STW(t) = tPx T tDPy : t Pxy

tdx,y = 1 = tPxy th=1—tpW

th,y t Qx T tdy — tqﬁ

tpx,y t Px + tpy o tpx,y



Exemplo 1: Seja o tempo de vida futuro Tyge Tg,
independentes, obtenha a probabilidade de que a ultima
morte ocorra entre 5 e 10.



Exemplo 1: Seja o tempo de vida futuro Tuge Txg
independentes, obtenha a probabilidade de que a ultima
morte ocorra entre 5 e 10.

P(5 < Tz550 < 10) = P(Tz550 > 5) — P(Tzs50 > 10)
P(5 < Tzs50 < 10) = 5Pas50 — 10Pa550

P(S <Tss50 < 10) = 5P45 T 5P50 — 5P4550 — 10P45 — 10P50 T 10P45,50

P(5 < Tz555 < 10) = 545 + 5Pso — 5Pas Pso — 10P4s — 10Ps0 T 10Pas 10P50



Exemplo 2: Considere um seguro de vida feito por um grupo de 3
pessoas de mesmo sexo, em que o beneficio sera pago na morte do ultimo
membro sobrevivente do grupo. Calcule a probabilidade desse seguro ser
pago antes de 10 anos apds o contrato. Suponha que o tempo de vida
adicional de cada membro seja modelado pelas variaveis aleatorias Ty, T,

e T, talqueT, ~ Exp(0,02), T, ~ Exp(0,032) e T, ~ Exp(0,025).



Exemplo 2: Considere um seguro de vida feito por um grupo de 3
pessoas de mesmo sexo, em que o beneficio sera pago na morte do ultimo
membro sobrevivente do grupo. Calcule a probabilidade desse seguro ser
pago antes de 10 anos apds o contrato. Suponha que o tempo de vida
adicional de cada membro seja modelado pelas variaveis aleatdrias Ty, T,,

e T, talqueT, ~ Exp(0,02), T, ~ Exp(0,032) e T, ~ Exp(0,025).

P(Tx5z < 10) = P(T, < 10)P(T,, < 10)P(T, < 10)

P(Tx,—y,z < 10) = (1— e—0,02><10)(1 - e—o,o32><10)(1 - 8—0,025><10)

P(Txy= < 10) ~ 0,01098



Status ultimo sobrevivente

A probabilidade de que numero de anos completados pelo status seja t, €
dado por:

10xy = P(Tey = t) = P(t < Txy <t +1)
(10zy = P(Tzy > t) — P(Tey > t + 1)
t|9%y = tPxy — t+1Pxy>
00z = (P + ¢Py — ¢Px tPy) — (c41Px + t41Py — t41Px t+1Py),

t|9xy = (tPx = t41Px) T (th — t+1 Py) — (¢Px tPy — t+1Px t+1Py)»



Status ultimo sobrevivente

t|9xy = (tPx = t41Px) T (tpy — t+1 Py) — (tDx tPy — t+1Px t+1py)'
t|dxy = (tPx = t+1P2) T (¢ Py — t+1 Py) — [tpx tPy — (¢ Px Px+t) (tpy Py+t)]»
t9xy = (tPx — t+1Px) T (¢ Py — t+1Dy) — [th tpy(l — Px+t Py+t)]»

t|xy = (tPx — t+1Px) T+ (¢ Py — t+1 Py) — (tDx tPy CIx+r:,y+t) ’

t9xy = (ePx — t410x) + (¢ Py — t+1Dy) — [tpx tDy (Qx+t T Qy+e — Qx+to+t)]



Status ultimo sobrevivente

t| 9%y = (ePx = t41P2) t (¢ Py — t+1 Py) - [tpx tPy (CIx+t + qyie — qx+tqy+t)]

Fazendo Py —t+1 Px= tPxqx+t € tPy — t+1 Py~ tPyqy+t

t|9%y = t Pxx+t T tPyQy+t — ( tPx tPy9x+t T tPx tPyqy+t — tPx thQx+to+t)»

09%5 = (1 = ¢Dy) tPxrre + (1 = tDx) tPyly+e + ¢ Px tPy Qtely+t

19z = (4y) tPxlx+t + (eQx) tPyQy+e + ¢Px ePy @xre) (y+e)

18xy = (¢@y) 09x + (:qx) 14y + ¢ 9x 19y



Exemplo 3: Considerando a tdbua de vida AT-49 masculina calcule

2|1920,25 € 1|920,25-

X gx PX Ix

20 0,00062 0,99938 984341,5
21 0,00065 0,99935 983731,2
22 0,00067 0,99933 983091,8
23 0,00070 0,99930 982433,1
24 0,00073 0,99927 981745,4
25 0,00077 0,99923 981028,7
26 0,00081 0,99919 980273,3
27 0,00085 0,99915 979479,3
28 0,00090 0,99910 978646,8



Exemplo 3: Considerando a tdbua de vida AT-49 masculina calcule

2|14920,25 € 1|920,25-

X gx PX Ix

20 0,00062 0,99938 984341,5
21 0,00065 0,99935 983731,2
22 0,00067 0,99933 983091,8
23 0,00070 0,99930 982433,1
24 0,00073 0,99927 981745,4
25 0,00077 0,99923 981028,7
26 0,00081 0,99919 980273,3
27 0,00085 0,99915 979479,3
28 0,00090 0,99910 978646,8

2192025 = (2G25)(2P20)922 + (2G20)(2P25)q27 + (2P20) (2D25)422927
~ (0,000002703523

11920,25 = (q25)(P20)921 + (G20) (P25)q26 + (P20) (P25)421926 =777



Resumo

Seja Ty, = min(Ty,T,) entdo: Seja T = max(Ty, T),) entdo:
FTx,y(t) = tqx T t9y — t9x t9y = t9xy FTW(t) — tdx 9y = tqxy
STx,y(t) = tPx tPy = tDPxy STW(t) = tDx T tPy — tPx tPy = tPxy

tqxy = 1= tPxy 9y =1~ ¢Pxy

t|9xy

Qxy = (tPxy) (Qxat,
t|4x,y tx,y ( x+ty+t) — (tCIy) thx + (th) t|qy T+ t|CIx tl%l

t Qx T tdy — t9xy

tdx,y

tpx,y t Px + tpy o tpx,y
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Resumo

Seja Ty, = min(Ty, T, ) entdo: Seja Tgy = max(Ty, Ty ) entdo:
FTx,y(t) = tqx T t9y — t9x t9y = t9xy FTW(t) — txtdy = tqxy
STx,y(t) = tPx tPy = tPxy STW(t) = tPxt tPy — tPx tPy = tPxy

tqxy = 1= tPxy 9y =1~ ¢Pxy

t|9xy

Qxy = (tPxy) (Qxat,
t|4x,y tFx,y ( x+ty+t) = (tCIy) thx + (th) t|q_'y + t|CIx tl%l

tQx T tdy — tQxy

tdx,y

tpx,y t Px + tpy o tpx,y



Status ultimo sobrevivente(Seguro)

O seguro de vida vitalicio pago ao final do ano de falha do status ultimo

sobrevivente € aguele gque somente pagara o beneficio quando nao restar mais
nenhum sobrevivente do status...

Para a variavel aleatéria T55 = max(Ty,T,,), o célculo do prémio puro unico

para um seguro de vida vitalicio com beneficio(unitario) pago ao final do ano de falha,
é calculado por:

co

— t+1
Azy = E VT 9%y
t=0

Em que:
t9xy = t Ay tPx9x+t T tAx tPyQy+t T ¢ Px tPyAx+tQy+t



Status ultimo sobrevivente (Seguro)

Para a variavel aleatoria Tx5 = max(T,, T, ), o calculo do prémio puro
unico para um seguro de vida temporario por n anos com
beneficio(unitario) pago ao final do ano de falha, é calculado por:

n-—1

— t+1
Aﬂl:‘rﬂ — E % t| 9x,y
t=0

emqueu = {x,y} e t 9%y = t 9y tPx9x+t T t9x tPy9y+t T ¢ Px tPyAx+t9y+t



Exemplo 3: Considere a tabua de vida AT-49 masculina e uma

taxa de juros anual de 5%, entao calcule o valor de Apiz),
sendo que u = {20,25}.

X gx PX |x

20 0,00062 0,99938 984341,5
21 0,00065 0,99935 983731,2
22 0,00067 0,99933 983091,8
23 0,00070 0,99930 982433,1
24 0,00073 0,99927 981745,4
25 0,00077 0,99923 981028,7
26 0,00081 0,99919 980273,3
27 0,00085 0,99915 979479,3
28 0,00090 0,99910 978646,8



X gx PX |x

20 0,00062 0,99938 984341,5
21 0,00065 0,99935 983731,2
22 0,00067 0,99933 983091,8
23 0,00070 0,99930 982433,1
24 0,00073 0,99927 981745,4
25 0,00077 0,99923 981028,7
26 0,00081 0,99919 980273,3
27 0,00085 0,99915 979479,3

2
Az13 = pttl 50 2%
ul:3| t| 420,25
t=0

Apiz =V 097025 T V% 193075 + V° 2197075
Em que
0192025 = (0425) 0P20 920 + (0920) D25925 + (oP20)(0P25) G20925 = 0,0000004774
1192025 = Q25 P20 921 + G20 P25 926 + P20 P25 921 926 = 0,000001527771

2192025 = (2425)(2P20)922 + (2920)(2P25)927 + (2020) (2P25)q22927 = 0,000002703523

Entao

Aprz = 0,000004176

u-:3



Status ultimo sobrevivente-Relagao entre T, ,, e T

SeTy, =T, entao Tx5 =T,

SeTy, =T, entao Txz5 =Ty

Consequentemente

Tx’y + TW — Tx + Ty

Ty y Ty = Ty T,

Sendo assim para ¢ um valor constante

clxy + ¢Txy = ¢Tx 4 Ty



Status ultimo sobrevivente-Relacao entre T vy € Ix3

Fazendo ¢ = v, temos

vIxy + pTxy = pTx 4+ ply
logo

Tomando a esperanca dos dois lados:

E(vTx,y+1 n UTWH) _ E(vTx+1 n va+1)

E(UTx'y-l_l) 4+ E(UTW+1) — E(vTx+1) 4+ E(va+1)



Status ultimo sobrevivente-Relagao entre 7, ,, e Tx5

E(UTx'y+1) 4+ E(UTW+1) — E(UTx+1) + E(va+1)

Paraocasoemque T, >0e T, > 0

co

z VIP(T,, = 1) + z PP (T = 1) = z pIP(T, = 1) + z yEHIP(T, = t)
t=0 t=0

co

t=0 t=0
o o o o
t+1 t+1 — t+1 t+1
2” t|CIx,y+zv t|CIW _zv thx+2v t|dy
t=0 t=0 t=0 t=0

Ayy+ Az = Ax + A4,



Status ultimo sobrevivente-Relagao entre T ,, e Tx

Ayy +Ax5 = Ax + Ay

mlAxy T mlAxy = mldx + mdy

|Ax1 nl + |Ay1ﬁ|

em que u = {x, y}



Status ultimo sobrevivente-Relagao entre 7, ,, e Tx5

Entregar!!

Al - A2 = A + A

20,25:3| 20,25:3| 20:3| 25:3|



Status ultimo sobrevivente(Seguro Dotal puro)

Tem como caracteristica o fato de que o beneficio

sera pago caso pelo menos um membro do status
sobreviva ao periodo contratado. Sendo assim:

Ag.ap = v" nDPxy
Aﬂ:ﬁl1 — vn( nPx T nPy — nPx npy) — vn(l — t4x to)

emque u = {x,y}.



Exemplo 3: Qual o valor do prémio puro de seguro feito por x e y que
ira pagar $100000,00 a ambos ou ao sobrevivente ao término de 6
anos (se ambos estiverem mortos, nada sera pago)? Considere u =
{x =20,y = 25}, i = 5% e a tabua de vida AT-49 masculina para T
e Tye.

X gx PX X

20 0,00062 0,99938 984341,5

21 0,00065 0,99935 983731,2 Z, = 10°v°, se Ty = max(Tyg, Tp5) > 6
22 0,00067 0,99933 983091,8 0 , caso contrario

23 0,00070 0,99930 982433,1
24 0,00073 0,99927 981745,4
25 0,00077 0,99923 981028,7
26 0,00081 0,99919 980273,3
27 0,00085 0,99915 979479,3
28 0,00090 0,99910 978646,8
29 0,00095 0,99905 977766
30 0,00100 0,99900 976837,1
31 0,00107 0,99893 975860,3
32 0,00114 0,99886 974816,1



Exemplo 3: Qual o valor do prémio puro de seguro feito por x e y que
ird pagar $100000,00 a ambos ou ao sobrevivente ao término de 6
anos (se ambos estiverem mortos, nada sera pago)? Considere u =
{x =20,y =25}, i = 5% e a tdbua de vida AT-49 masculina para
Tro e T5s.

X  gx pX Ix (100000)Ag: = 105 ¢pzg7s,

20 0,00062 0,99938 984341,5

21 0,00065 0,99935 983731,2  (100000)Agzpr = 1050°( P20 + 6P25 — 6P20 6P25).
22 0,00067 0,99933 983091,8
23 0,00070 0,99930 982433,1
24 0,00073 0,99927 981745,4
25 0,00077 0,99923 981028,7
26 0,00081 0,99919 980273,3 (100000) AH:EP ~ $74619,91.
27 0,00085 0,99915 979479,3

28 0,00090 0,99910 978646,8

29 0,00095 0,99905 977766

30 0,00100 0,99900 976837,1

31 0,00107 0,99893 975860,3

32 0,00114 0,99886 974816,1

e l31 lygl
(100000)Agz: = 105v6< 4220 31).

Lo lLs oo las



Status ultimo sobrevivente(Seguro Dotal misto)

O dotal misto com cobertura de n anos para o status ultimo
sobrevivente composto por duas vidas, tal que u = {x,y}
pode ser calculado por:

em que u = {x, y}.



Exemplo 4: Qual o valor do prémio puro de seguro feito por x e y
que ird pagar b = 1 a ambos ou ao sobrevivente ao término de 2
anos ( se ambos estiverem mortos, um terceiro ira receber)?
Considere u = {x = 20,y = 25}, i = 3% e a tdbua de vida AT-49
masculina para Tyq e T>s.

X ox px Ix 251 = Azs511 + A5
20 0,00062 0,99938 984341,5 u:2| u:2| un:2|
21 0,00065 0,99935 9837312
22 0,00067 0,99933 9830918
23 0,00070 0,99930 982433, 1
24 0,00073 0,99927 981745,4
25 0,00077 0,99923 981028,7
26 0,00081 0,99919 9802733
27 0,00085 0,99915 9794793
28 0,00090 0,99910 978646, 3
29 0,00095 0,99905 977766
30 0,00100 0,99900 976837,1
31 0,00107 0,99893 9758603
32 0,00114 0,99886 974816,1



Exemplo 5: Considere um casal composto por uma pessoa
de idade 20 anos e outra de idade 21 anos, assumindo
uma taxa de juros de i = 3% ao ano e que Tyo e Tyq
possam ser modelados pelas tabuas AT2000 M e AT2000 F,
respectivamente. Calcule o que se pede.

x _AT2000_M Ly AT2000_F Ly

20 0,00055 9893326 0,00028  993876,5

21 0,00057 9887885 0,00029  993598,3 a) 4|Azo 2|
22 0,0006 988224,9 0,00031  993310,1

23 0,00063 9876319 0,00033  993002,2 b) 4|A2 13
24 0,00066  987009,7 0,00035  992674,5

25 0,00069  986358,3 0,00037  992327,1 Al

26 0,00071  985677,7 0,00039  991959,9 ¢) 41820217
27 0,00074 9849779 0,0004 991573

28 0,00076 984249 0,00042  991176,4 d)(10%) 4|A2021 2]
29 0,00077 983501 0,00044  990760,1

30 0,00078  982743,7 0,00045  990324,2




a) 4|A20 2] — — U 4p20A24 2]

x AT2000_M B
20 0,00055  989332,6
21 0,00057  988788,5
22 0,0006 988224,9
23 0,00063  987631,9
24 0,00066 9870097
25 0,00069  986358,3
26 0,00071  985677,7
27 0,00074  984977,9
28 0,00076 984249
29 0,00077 983501
30 0,00078  982743,7

1

IAzo 2| = v* 4P20 Z v ((D24) G244t

4| A

1 —_—
20:2|

t=0

[
24

l [vq24 + v*(024)(g25)]
20

4/A50:z ~ 0,001144112



b) 4|Aé1;§| = v 4p21 4

1

x AT2000_F L,

20 0,00028 993876,5
21  0,00029 993598,3
22 0,00031 993310,1
23  0,00033 993002,2
24 0,00035 992674,5
25 0,00037 992327,1
26  0,00039 991959,9
27 0,0004 991573

28 0,00042 991176,4
29 0,00044 990760,1
30 0,00045 990324,2

25:2]

1

v* 4P21 Z Vtﬂ( tP25) (G25+¢)

t=0

25

l [vq25 + v (P25)(q26)]
21

~ (0,0006448372



1
C) 4IA20,21:§| =

4 1 t+1
V" aD20 4P21 Zt=0 (% tP24 tP25(q24+¢ T Q25+t — Q24+¢ G25+¢)

x AT2000 M L, AT2000 F L,
20 0,00055 989332,6 0,00028 993876,5
21 0,00057 983788,5 0,00029 993598,3
22 0,0006 988224,9 0,00031 993310,1
23 0,00063 987631,9 0,00033 993002,2
24 0,00066 987009,7 0,00035 992674,5
25  0,00069 986358,3 0,00037 992327,1
26 0,00071 985677,7 0,00039 991959,9
27 0,00074 984977,9 0,0004 991573
28 0,00076 984249 0,00042 991176,4
29 0,00077 983501 0,00044 990760,1
30 0,00078 982743,7 0,00045 990324,2

v* 4D20 4P21 ~0,8852669

V(G4 + G5 — G2a G25) + V2024025 (G2s + Q26 — G25 G26) = 0,002016465

41A%0,21:7; ~ 0,001785109



1
d)(10%) 4|A20 21:2| — 104( 4IA20 2] T |A21 2| IA20,21:§| )

(10%) 4 AS5712) ~ 10%(0,001144112 + 0,0006448372 — 0,001785109)

(10%) 4/AL5 717 ~ 0,038402
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